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1 Einleitung

Zur weiterfithrenden Deutung der Ergebnisse des ,,FlareLab*“-Experiments' ent-
steht der ,,Placebo*“~-Code am TP1 Institut fiir computerorientierte Plasmaphysik
der Ruhr-Universitdt Bochum, der bis zur Erstellung dieser Arbeit einen ,,Particle-
in-Cell** (PIC) und einen magnetohydrodynamischen (MHD) Code zur Simulati-
on von Plasmen enthélt. Der PIC-Teil soll dabei das Plasma in jenem Stadium zu
Anfang des Experiments beschreiben, in dem die Dichten der Ionen und Elektro-
nen so klein sind, dass kinetische Effekte erwartet werden, weshalb diese jeweils
als Teilchen aufgefasst werden. Den fortgeschrittenen Verlauf des Experiments
soll der MHD-Teil illustrieren, in welchem die Dichten beider Teilchenspezies so
grof sind, dass beide als ein Fluid gehandhabt werden. Der in dieser Arbeit vor-
gestellte ,,Hybrid*“-Code soll beide Teile insofern vekniipfen, als das Plasma in
dem Zustand zwischen den beiden geschilderten Fillen beschrieben werden soll -
nidmlich wenn sich die Elektronen bereits wie ein Fluid verhalten, die Ionen jedoch
aufgrund groBer Larmor-Radien noch kinetische Effekte aufweisen und daher als
Teilchen behandelt werden.

Numerische Losungsverfahren fiir Hybrid-Codes wurden in bereits veroffent-
lichten Papern vorgestellt. Grundlage fiir die Realisierung des Codes dieser Arbeit
ist der ,,current advance method and cyclic leapfrog* -Algorithmus (CAM-CL)
von Matthews!®!, dessen ,,predictor-corector“-Verfahren fiir das elektrische Feld
von Harned!”! stammt. Sotnikov et al.!®! nutzten einen hierauf basierenden Code
zur Untersuchung eines Plasmas in einer Pinch-Anordnung nach Bennet.

In dieser Arbeit sollen zunichst fundamentale Eigenschaften von Plasmen, im
Besonderen jene des Hybrid-Modells, sowie verschiedene Dispersionsrelationen
fir Wellen in solchen Hybrid-Plasmen zum Zweck der Validierung des Codes
hergeleitet werden. Auf dieser Grundlage sollen zwei mogliche Realisationen von
numerischen Implementationen vorgestellt werden, von denen eine bevorzugte in
abschlieBenden Tests iiberpriift wird, in denen konstruierte Plasmakonstellationen
entsprechend den oben bereits genannten Dispersionsrelationen auf ihren korrek-
ten zeitlichen Verlauf untersucht werden. Mogliche Anwendungen des Hybrid-

Codes werden zum Schluss in einem kurzen Ausblick vorgestellt.

1 http://flarelab.ruhr-uni-bochum.de
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2 Physikalische Grundlagen

2.1 Grundlagen der Plasmaphysik

In diesem Kapitel sollen die notwendigen Grundlagen vermittelt werden. Hierbei
werden die bendtigten Gleichungen und Zusammenhinge im SI-Einheitensystem

hergeleitet, welche allerdings gegen Ende des Kapitels neu normiert werden.

2.1.1 Bewegungsgleichung geladener Teilchen

In einem elektrischen Feld der Stirke E und einem magnetischen Feld mit der

Flussdichte B werden Teilchen der Ladung g und Masse m durch die Lorentzkraft!*!5-13
abgelenkt.
d
md—::q[E+V><B] @.1)

Ein reines, homogenes Magnetfeld beschleunigt geladene Teilchen auf eine kreis-
formige Bahn*+54, Zur Untersuchung dieses Zusammenhangs wird die Bewe-
gungsgleichung geladener Teilchen in einem konstanten Magnetfeld der Fluss-
dichte B betrachtet.

V= %VXB:(%)Z(VXB)xB:_(%B)Z[V_B(;B)]

Mit Vektorprojektionen kann die Differentialgleichung in eine parallele und senk-
rechte Komponente relativ zur Magnetfeldrichtung separiert werden, sodass letzt-
endlich fiir den Anteil entlang des Magnetfeldes eine gleichférmige und fiir den
senkrechten Anteil eine oszillierende Bewegung mit der Zyklotronfrequenz Q
resultiert, die die periodische Spiral- bzw. Kreisbewegung im Magnetfeld be-
schreibt.

B(v-B) B(v-B)
= 7 , V, =V-— B , V=V,+V,
B
= ¥ =0, v,=-Qv, Q=L (2.2)

m
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2.1.2 Makroskopische Beschreibung von Plasmen

Die Verteilung der Teilchen in einem Plasma, welche im Folgenden einzeln mit
dem Index a gekennzeichnet werden, kann ganz allgemein iiber die Verteilungs-
funktion f(x, v, 1) einer jeden Spezies s erfolgen, aus deren Momenten Teilchen-
zahldichte n(x, 1), Ladungsdichte p,(x, ) und Stromdichte j,(x, ) abgeleitet wer-

[41866 erfijllen. Die dabei auftretende

den konnen, die die Kontinuitétsgleichung
Fluidgeschwindigkeit u; = v beschreibt die Gesamtbewegung jeder Teilchenspe-
zies, wohingegen die Einzelteilchengeschwindigkeit v, auf die einzelnen Teil-

chen beschrinkt bleibt.
Nulltes Moment: ng = ffs(x, v, 1) d’v = Py = Ny 2.3)
Erstes Moment: ngu, = f v f(X,v,1) v = Js = gsnug = pug (2.4)

Op
’Ot‘+V-jS:0 2.5)

ong
Kontinuititsglg.: a_nt +V-(nau,) =0 -

Hinweis: In dieser Arbeit ist mit p stets die Ladungs- und nicht die Massendichte
gemeint.

In diesem Zusammenhang soll auch die Quasi-Neutralitit als jene Eigenschaft
eines Plasmas eingefiihrt werden, die die Ladungsneutralitit durch die Ladungs-

dichten unter folgender Bedingung ausdriickt.

lZps <Dl = =0 (2.6)

2.1.3 Impulsbilanzgleichung

Zur makroskopischen Beschreibung der Teilchen wird die Impulsbilanzgleichung!*5-63

herangezogen, die aus der Vlasov-Gleichung und der Lorentzkraft hergeleitet wer-
den kann. Diese beriicksichtigt zusitzlich zur Bewegungsgleichung der Einzelteil-
chen auch die Auswirkungen von Druckgefillen und Kollisionen der Teilchen un-
tereinander, wobei 7, die charakteristische Stof3zeit zwischen der Teilchenspezies

s und den anderen Spezies ¢ beschreibt.
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D X s
msnsfut =g, [E+uy xB] -V -P;—mng Z Lo 2.7)

t st

Die dabei auftretende konvektive Ableitung beschreibt die Anderung einer GroBe

im mitbewegten System.

D 0
S= @) 2.8)

Im vereinfachten Falll4!:5-64

, in dem die Verteilungsfunktion der betrachteten Teil-
chenspezies einer isotropen Maxwell-Verteilung entspricht, hat der Drucktensor
P, die Form einer Diagonalmatrix, deren Eigenwerte genau dem skalaren Druck

[4],5.63

ps entsprechen, der aus der idealen Gasgleichung abgeleitet werden kann. In

der Impulsbilanzgleichung reduziert sich dann der Term V - P, auf Vp,.
ps = nskpTs (2.9)

2.1.4 Maxwell-Gleichungen der Elektrodynamik

Die Zusammenhinge zwischen elektrischen und magnetischen Feldern werden

durch die Maxwell-Gleichungen®!>1* der Elektrodynamik vollstindig beschrie-

ben.
E
VXxB= /lofoaa—t +/10j (2.10)
0B
VXE =—— 2.11
X o (2.11)
V-B=0 (2.12)
vV-E=£ (2.13)

€
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2.2 Hybrid-Modell zur Plasmabeschreibung

Das Hybrid Modell beschreibt ein quasineutrales Plasma, in welchem die Ionen
kinetisch separat als Teilchen und die Elektronen als Fluid betrachtet werden, bei
dem die Impulsidnderung als verschwindend klein angenommen wird. Aus letzte-

rem Zusammenhang leitet sich das elektrische Feld E ab.

d i,a i
Vie _ di gy, xB] (2.14)
dt m;

Impulsbilanzglg. (2.7): 0 = g.n.[E +u, X B] —= Vp, — m.n,

Bewegungsglg. (2.1):

U, —u;

ei
Vp.  meu, —w

Pe qe Tei

o E=-uxB+

Hierbei bietet es sich an, die Groflen der Elektronen durch die der Ionen auszu-
driicken, sodass die Elektronen als Hintergrund eben solcher angenommen werden
konnen und ein einheitlicher Satz von Ionengréen und Feldern entsteht. Dieser
Ubergang geschieht mithilfe der Quasineutralitiit (2.6) und des Ampérschen Ge-
setzes (2.10), dessen Korrekturterm vernachlissigt werden kann; denn dadurch,
dass die Bewegung der Elektronen durch die Quasineutralitit beschrinkt bleibt,
verschwindet die longitudinale Komponente des Verschiebungsstroms und die

transversale Komponente wird nach der Darwin-Néherung!”! vernachlissigt.

Maxwell-Glg. (2.10): VX B = poj = po (i + je) = po (oiw; + pu,)

1 [VxB ] VxB p;
= W=— —pil;| = -
Pe Ho HoPe Pe
Quasineutralitit (2.6): O=p;+p. = p. =~ —p;
1|VxB Vp. . VXB
= E=-— i xB o P T (2.15)
Pil Mo

Pi deTeiPi Mo
——

=7

Nach dem Poynting-Theorem gibt der Term mit der Resistivitit  einen Verlust

der magnetischen Energiedichte in Abhéngigkeit von der Zeit an.
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2.3 Wellen in unbeschrinkten Plasmen

Zur Untersuchung von Schwingungen und Wellen im Plasma ist eine Linearisie-
rung!#-53* der betroffenen GroBen hilfreich, bei der jene in einen Gleichgewichts-
teil (Index 0) und einen oszillierenden Storungsteil separiert werden, der in erster
Ordnung z.B. als ebene Welle mit entsprechender Amplitude (Index 1) angesetzt

werden kann.

ko) e dag, ~0

a—ag+ae
0 laetry.n

Fiir gewohnlich wird von kleinen Storungen ausgegangen, sodass Produkte von
Storungstermen verschiedener Groflen vernachlidssigt werden konnen, was einer
Linearisierung erster Ordnung entspricht.

Im weiteren Verlauf werden wichtige Groflen und Beziehungen fiir Schwin-
gungen und Wellen in unbeschrinkten Plasmen fiir verschiedene Gegebenheiten
hergeleitet. Dabei wird zur Beschreibung der Bewegungen der Teilchen die Im-
pulsbilanzgleichung statt der Bewegungsgleichung der Einzelteilchen verwendet,
um ihren makroskopischen Wellencharakter zu untersuchen. Dabei auftretende ki-
netische Effekte wie die Landau-Dampfung werden dabei vernachléssigt, spielen
aber sowohl in der Realitiét als auch in den Simulationen eine priagende Rolle. In
diesen Herleitungen wird zunédchst von beliebigen und spéter im Speziellen von
Plasmen entsprechend des Hybrid-Modells ausgegangen, wobei fiir letztere die
grundlegende Eigenschaft der Quasi-Neutralitit (2.6) in diesem Zusammenhang

fiir den gestorten sowie den Gleichgewichtszustand separat erfiillt sein muss.

po= am0~0, pi=) qn~0 (2.16)
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2.3.1 Teilchenoszillationen im Plasma

Fiir diesen Falll4}-S-82ff

wird ein sich vollstindig im Gleichgewicht befindliches,
kaltes und kollisionsfreies Plasma betrachtet, aus dem eine Teilchenspezies s ge-
geniiber anderen, ruhenden Spezies r entlang einer beliebigen Richtung ausge-
lenkt wird, die ohne Beschrinkung der Allgemeinheit auf die x-Richtung gesetzt
wird, sodass auch der Wellenzahlvektor k = kX dieser Storung in dieselbe zeigt.
Somit wird auch ein elektrisches Feld E entlang dieser Richtung aufgebaut, das
nach der Maxwell-Gleichung (2.11) kein magnetisches Feld der Flussdichte B

nach sich zieht.

n, = n;p, u, = 0,

i(kx—wt & ilkx—wt
ng = ngo +ng, e u, = u, ke,
E = E e/, B=0

Nach Linearisierung bis zur ersten Ordnung ergibt sich folgendes Gleichungssys-
tem, fiir das es geniigt die x-Komponenten der einzelnen Gleichungen auszuwer-

ten.

kns’()

Kontinuititsglg. (2.5): —iwny; = —nyp (tkus ) © ngy = ——uy,
w
Quasineutralitidt (2.16):  p = pg + oy L0 qshs
Maxwell-Glg. (2.13): ikE; = 2 =2 o g = i L, |
€ € €0k
P
Impulsbilanzgleichung (2.7):  mgn,o (—iwus) = gngoE) = —i £ 50 Uy
€

Fir u,; # 0O folgt die entsprechende Dispersionrelation, die als Plasmafrequenz

definiert wird.
2 2
qs7s,0 qsns0
wr = B wfm > Wy, = s 57 (2.17)
ur ’ €N
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2.3.2 EM-Wellen (B, = 0)

An dieser Stelle™S-114 werden transversale elektromagnetische Wellen unter-
sucht, die sich im kalten, kollisionsfreien Plasma in beliebiger Richtung ausbrei-
ten. Wie im vorigen Kapitel wird wieder der Fall betrachtet, in dem eine Teilchen-

spezies gegeniiber den anderen gestort ist.

n, = n,o, u, =0,

_ i(kr-wt _ i(k-r—wt
ng = ns,O + ns,le( )s u; = us,lel( )’
E = Elel(kr—wt), B= Blet(kr—wt)

Nach Umformung der folgenden Maxwell-Gleichungen lassen sie sich ineinander

iberfithren, wonach eine Linearisierung bis zur ersten Ordnung angebracht ist.

B
VX (2.11): Vx(VxE):V(V-E)—VzE:_VXé;_t
d OB oji °E
2210 Vx 2 =g 4 e
ar 210 o Hogr THS g,
a- ‘2:}115 1 .
= |k B RE, | = oD ety s (o - By =~
ot € Ot

~———
=0, kLE;

Durch Linearisierung der folgenden Gleichungen bis zur ersten Ordnung lassen

sich die unbekannten Storterme aus obiger Gleichung eliminieren.

Impulsbilanzglg. (2.7):  nyo(—iwug;) = g;E; = ug; =i qs E,
0 Oi 2, ‘
9 Stromdichte 2.4): 3L = g (~iwu,;) = LOE,
ot ot : : Py
2
N (w2 _ c2k2) E, = Clsns,oE1 @217 wf) E
€pMng ’

Die gesuchte Dispersionrelation ergibt sich fiir E; # 0.

w? = wlz, o+ k?
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Zur Verdeutlichung des Eindringverhaltens elektromagnetischer Wellen in ein Plas-
ma wird der ortsabhéngige Teil einer eben solchen betrachtet, die senkrecht in das
Plasma einféllt. Diese Welle durchliuft es fiir w > w,, ; problemlos, kann aber fiir
den anderen Fall nicht tief eindringen, da die Wellenzahl k sonst komplexwertig
wird und die Wellenamplitude so nach Eindringen einen exponentiellen Abfall

aufweist.

— 20?2 =i lw — w2
ck = \/w Wy = l\/wp,s w
: 1

elkl‘ — e—lklr

_r . C C 1
=e smitod = m = =
/wz w2 Wps w \2
e 1 - (‘Up,.v)

Fiir w, ; > w wird so die Eindringtiefe definiert.

dy=—= |2 (2.18)
wp,s ﬂOqsns,O

2.3.3 Wellen in magnetisierten Plasmen mit ruhenden Ionen

Bezugnehmend auf spitere Simulationstests soll nun ein kollisionsfreies Plasma
im Hybrid-Modell studiert werden, welches aus zwei Teilchenspezies bestehen
soll, nmlich aus positiv geladenen Ionen und einem Elektronenfluid. Dieses wird
mit einem von auflen angelegten Magnetfeld durchsetzt, dessen Ausrichtung in
positiver z-Richtung (By > 0) gewihlt wird. Untersucht werden sollen links- und
rechtszirkular polarisierte Wellen (L- und R-Moden), die entlang dieses Magnet-
feldes propagieren und damit die nachfolgende FormP!S-198 haben. Die R-Moden
werden im weiteren Verlauf mit dem oberen, anfdanglich positiven, die L-Moden
mit dem unteren, anfinglich negativen Vorzeichen entsprechend ihrer Rotations-

richtung im und gegen den Uhrzeigersinn gekennzeichnet.
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Die Elektronen folgen diesen Wellen durch zirkulare Oszillationen in der x-y-
Ebene. In diesem Abschnitt werden die Ionen zunéchst als ruhend angenommen,

im folgenden jedoch auch wie die Elektronen als oszillierend betrachtet.

n; = njo, u; =0,
Ne = Nep + ne,lel(kz_wt), U, = ue,lel(kz_wt)’
E = [E /X + iE,§] <, B = By + [BiX + iB§] e ®

Die Auswirkungen thermischer Bewegungen ist fiir beide Teilchenspezies s in
solchen Plasmakonstellation unbedeutend, wie sich aus der Kontinuitédtsgleichung

(2.5) zeigen lidsst.

0
V.jy=0 = 8—tps=0 = p, = const

=  ps = Tskpng = Tskg& =const = Vp,=0
Nach Linearisierung folgender Gleichungen bis zur ersten Ordnung kann aus dem

so entstandenen Gleichungssystem die Dispersionsrelation hergeleitet werden.

k

Maxwell-Glg. (2.11): - (-iwB)) = iwB; = Fi(ikE,) = B, =7%Fi—FE,
w

kB k?

Maxwell-Glg. (210) + l(lkBl) = ,Ll()jx = ﬂOje,l = je,l =+t—=—-I—F,
Ho How

Impulsbilanzglg. (2.7): 0 = g.n.o [E % itte1Bo| = peoE1 = ije1Bo
¢l.je,1B0 B() k2

= E, = =F —F;
Pe0 Pe,o How

Uber die Losung der letzten Gleichung ergibt sich fiir E; # 0 die Dispersionsrela-
tion mit der Whistler-Geschwindigkeit vy, dessen ergédnzter Index fiir die jeweili-

ge Teilchenspezies steht.

Bo K = Foyk @19 i—BO
HoPe,0 HopPi,0

K = vk (2.19)

w=7F
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2.3.4 Wellen in magnetisierten Plasmen mit zirkular-oszillierenden Ionen

Anschliefend an voriges Kapitel wird nun der Fall mit zirkular oszillierenden

Ionen und Elektronen betrachtet. Die Eigenschaften des Plasmas bleiben dabei

dieselben.
Ne = Ny + Np €0, U, = [te & + i, §] 47,
n; =n;p+ I’li,lel(kz_wt), u; = [l/tl',lfi + l'l/t,"ls’] et(kz—a)t)’
E = [E;& +iE§] ", B = Byz + [BiR £ iB§] &

Fiir die folgende Herleitung geniigt es, die x-Komponente der auftretenden Glei-

chungen zu betrachten.

k
Maxwell-Glg. (2.11): - (-iwBy) = Fi(ikE,) = B, =Fi—E; (2.20)
w

Impulsbilanzglg. (27) n;n; o (—l'(,()l/t,‘J) =(gsnio [E1 + l'l/t,',lBo]

ilpioE) 59
ey ‘i = pioli1 = t— . 1
Jig = Piotti, o+ B, (2.21)
By | kB
Hybrid E-Feld-Glg. (2.15): E, = —2 [—1 = ji,l]
Pio | Ho
iB, | k (__k )_ ipioE
= — | —|\Fi—E|F| —FF%
Pio |Ho\ w w+ By

Fir E; # 0 ergibt sich eine quadratische Gleichung, die gelost die Dispersionre-

lation liefert.

gi K 4 gi .
1= +ﬂ k2 Epi,o _ +ﬂ 1 (C() + m,-BO) + m,'p‘»ow
=3 wziw[iBo—iBO___OkZ]__i_Okzzo

mi m; Ho Pio Mo m; pPio
2 2
B B B

= wok)=F——K =+ \/( : k2) § 270 g (2.22)

2Hopio 2p10pi0 Hom;pi

. ) (k) _ wl,Z(k) - Bo K+ BO . 2 . CI,B(Z)
ph,1,2 k 2/JOPi,0 - 2,uop,-’0 Hom;P; 0
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Das Vorzeichen vor der Diskrimante kommt dabei durch die beiden Losungen der
quadratischen Gleichung zustande; das andere stammt aus der Unterscheidung der
L- und R-Moden.

Aus den folgenden Grenzfillen ergibt sich jeweils die Alfven-Geschwindigkeit v,

und die Whistler-Geschwindigkeit vy fiir die Ionenspezies.

) qu(z) By (2.18)
lim Vph,l,Z(k) =+ = * +d;Q); = V4, (223)
k=0 HomiPio VHomMin; o

By By

lim vy, 12(k) =F k+ k
w0 P2 2uopio  2Mopio
0 (2.24)
= (2.18) .
$I~%k FVa,- dl' k= FVwi

Aus dieser Dispersionsrelation lédsst sich auch leicht jene aus vorigem Kapitel mit
ruhenden Ionen insofen ableiten, als ihre Masse als so gro3 angenommen wird,
dass sie den Oszillationen der Elektronen nur schwer folgen und somit als ruhend
betrachtet werden konnen.

lim wk) = F Bo ;o

mi—00 HopPi,0

2.3.5 Ionenakustische Wellen

Zuletzt wird ein kollisionsfreies Plasma im Hybrid-Modell untersucht, dessen
Teilchen jeder Spezies s entlang eines angelegten B-Feldes oszillieren und somit

longitudinale Wellen bilden.

_ i(kz—wt _ A ilkz—wt
ng = ngo + ng, e, u, = u,, 26",
El = E]iel(kz_wt), B] = Boi

Dabei wird angenommen, dass sich die Elektronen isotherm verhalten, da klei-
nere Temperaturschwankungen sofort vom Elektronenfluid kompensiert werden,
die Ionen jedoch adiabatisch ohne Austausch von thermischer Energie berachtet

werden.
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e
Pe = Dep t pe,]el( ¢ wt), Te = Te,O
pi = Pio + piet, T;=T;o+ T; ™"

Aus der Adiabatengleichung!?5-6!

mit dem Adiabatenkoeffizienten y und der Kon-
tinuitdtsgleichung in der Darstellung mit der konvektiven Ableitung (2.8) kann
dann folgender Zusammenhang hergeleitet werden.
Dp Dn Dp p Dn
- = _ V. 7 — = — V. = L =y
pr =PV W =V D~ 'nDi
Ein dhnlicher Zusammenhang ldsst sich mithilfe des idealen Gasgesetzes (2.9)
auch aus den letzten beiden Gleichung fiir die Temperatur aufstellen.
Dn DT Dn DT T Dn
—T+n—=yT— = —=@W-1)——=-(-1DT (V-
i " "Dr TV D pr -0y = DT
Nach Linearisierung der Druckgradienten sowie den nachfolgenden Gleichungen
wird die Dispersionsrelation ermittelt. Dabei geht die konvektive Ableitung in die

partielle iiber, da das Plasma insgesamt in dieser Betrachtung ruht.

—iwn,-
Ionendruck adiabatisch: — iwp;; = ypio !
njo
ni1 9
= pi1 = YPio— = YkgTioni (2.25)

i0
Elektronendruck isotherm: p,; = kgT.n.,

kpei  ikksTon,1 @i ikksT, i
Hybrid E-Feld-Glg. (2.15): E, = —Pel _ Bfplellel 10 REpe Mil

pe,O qe ne,O qe ni,O

. . . . w n;
Kontinuititsglg. (2.5): — iwn;y = —nio(ikuz)) =  nig = %—’1 (2.26)

Ui

Impulsbilanzglg. (2.7): min;o (—iwu; ) = qinioE1 — tkp;,
ikkBTe n;i

qe Nip

w n-,l .
= m; —— (—iwu;y) = ginig
k l/tl"l

) — ik(ykgTion; 1)
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Fiir n;; # 0 ergibt sich die gesuchte Dispersionsrelation.

2 i 2 ik Te k Ti
—imiw— = lkq—kBTe - ik’)/kBTiO = 0)_ = —i 5 +y 5710
k qe ’ k* ge Mm; m;
w ik Te k Tl'
Vpp = — = = \/_i £ + YB—D = Vi
k qe m; m;

Aus der Linearisierung der Gleichung fiir die Temperatur kann die Amplitude der

Storung von letzterer ermittelt werden.

—iwT; = —(y = DT;o(iku; 1)
k (2.26) n;
= T =(y - DT—u === (y - )T;p— (2.27)
w l’l,"()

2.4 Normierung

Zur Vereinfachung der verwendeten Gleichungen werden die vorkommenden Gro-

Ben f in einen zeit- und ortsabhiingigen Anteil f und einen Skalenteil f; zerlegt.

fe,n=Ffen-f

Unter diesem Aspekt der Separation konnen die relevanten Gleichungen reduziert
werden, indem eine Festlegung der Skalen erfolgt, weshalb sie in diesem Zusam-

menhang ein weiteres Mal untersucht werden.

Bewegungsgleichung der Ionen (2.1):

dvi(z ) qdi [+ ~ & dvi(l QiBO = ~ 5
—— =—|E+V,,XB|vB = — = — HH|E+V,,XB
dr 1 m,‘[ Vi, ]VO 0 dt m; O[ Vi, ]
~——
Qip
Maxwellgleichung (2.11):
R OB B, l

VXE—=-—— —> Ey=—By=vB
ly or 1y 0 to 0= Yobo
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Hybrid E-Feld-Gleichung (2.15):

- B - Vp, nokgT - 1oB
EvoBy = —— [V x B —j)| —= x BBy — <20 5 x B0
Piqino Holo pi loging HMolo
N B lie = =1 =« Vp. kgT .
= E=—"_[IxB-j|xB- 220 _5%xB "
volopoging pi Pi qilovoBo Holovo
. B Vf\ .0
mit M—Oqt_’no = Q—lo = va,0d;o folgt:
g iodio 1 re = <1 = Vp, kgT S
> E= 2000 [§xB-j|xB- 220 7 x B
volo  pi Pi qilovoBo Holovo

Mit Wahl der Skalen entsprechend der zugehorigen Konstanten kdnnen letztere in
allen Gleichungen eliminiert werden.
ly q:Bo

1
—, ly=dip, vo=—=dipQio=vai0, To=
Qi fo kg

fo = volo, 10 = tolovo

Weil die Skala der Teilchenzahldichte ny noch nicht nédher spezifiziert ist, bietet es

sich an, diese auf ein Volumenelement lg Zu normieren.

3
1 1 2 2 i 3
nolg =1 L= ng = 3 = - = Ho€ Mo f=—1 ny = l
I 4 m; Hoe?

Die einzig noch zu wihlende Skala ist jene der magnetischen Flussdichte By.
Zusammenfassend ergibt sich ein Satz aus den normierten Hybrid Gleichungen,
deren Losung numerisch mithilfe der Simulation erfolgen soll, was im folgenden
Kapitel behandelt wird.

Hybrid Gleichungen:
d~ia ~ dNia = ~ 5
fh; _ ;t; — B +¥,,xB, (2.28)
B . . lie o« 21 = VP oo
T - UxE, E=_[VxB-j|xB-2-37xB (229
ot Pi i
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Gewihlte Skalen:
11 ( m; )3 Ly M Hod?
hop=—>=—7 =731 - 0 = aipo = =
Iy 4y \pog; Voging — mi
po L _mil By Hod;
0= <~ = 7% Vo = VA0 = = 0
Qip  qi Bo Viomintg — m;
3.5 2.6
i qiBo m; 5 M4
= lv=O—B, To = —volp = —v; = —=B
o = MoloVo m? 0 0 kg 0to ks 0 kBm? 0
Im Folgenden werden alle GroBen als normiert angenommen (keine ,,~ “-Konvention
mehr).

3 Numerische Implementation

Die Realisierung des Hybrid-Codes baut auf dem PIC-Teil des ,,Placebo*“-Codes
auf, dessen grundlegende Bestandteile iibernommen und solche, die relevant sind,
hier kurz vorgestellt werden. Anschliefend werden zwei Sétze von numerischen

Losungen der Hybrid-Gleichungen erldutert.

3.1 Yee-Gitter und Parallelisierung

Zur Simulation im dreidimensionalen Raum wird ein Gittermodell betrachtet, auf
dessen Zellen die fiir die Simulation relevanten Grofen an den in der Abbildung
3.1 gezeigten Stellen gespeichert werden. Dieses Gitter, nach Yee!'!! benannt,
wird auch im PIC-Code verwendet. Die Positionen der Ionen innerhalb der Zellen
werden relativ zu den Zellgrenzen nach dem Area-Weighting-Verfahren!!! gespei-
chert, woraus auch Ladungsdichte und Stromdichte der Ionen ermittelt werden
konnen.

Zur Verringerung der Rechenzeit durch Parallelisierung des Programms wird
dieses Gitter auf eine beliebige Zahl gleich grofler Blocke weiter unterteilt, fiir
welche jeweils ein Prozessor die Berechnungen tibernehmen kann. Um den Teil-
chenaustausch zu gewihrleisten, ist jeder Block vollstindig von einer Schale so-
genannter Geisterzellen umgeben, in welche jene Teilchen geschrieben werden,

die eine Blockgrenze passieren. Eine Bedingung hierfiir ist allerdings, dass kein
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A

~—>
< E,j Va A
y
X >

Abbildung 3.1: Gitter nach Yee!'!)

Teilchen mehr als eine Zellgrenze in einem Iterationsschritt iiberschreitet, was in
dem Abschnitt 3.3 beriicksichtigt wird. Am Ende eines jeden Iterationsschrittes
werden die Teilchen aus den Geisterzellen sowie die gespeicherten Werte des Yee

Grids mit den Zellen der benachbarten Blocke synchronisiert.

3.2 Makroteilchen

Die Anzahl aller Teilchen einer Spezies kann aus der jeweiligen, anfidnglichen

Teilchenzahldichte n ermittelt werden.

N = f d’x n(x) g, n; ik AxAyAz
v

i,jk

Da es in der Simulation nicht unbedingt wirtschaftlich ist, alle Teilchen separat zu
betrachten, werden so genannte Makroteilchen eingefiihrt, die fiir eine Vielzahl
von Teilchen stehen. So kann durch Vorgabe einer festgelegten Teilchenzahl Ny,

Einfluss auf die Teilchenauflosung der Simulation genommen werden.

num num Mnum 1
N =N, Q— = 0 = = Z ni ik - AxAyAz

q q m Ny

i, j.k
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3.3 Zeitauflosung

Um, wie bereits erwihnt, das Uberschreiten eines Teilchens iiber mehrere Zell-
grenzen hinaus zu unterbinden, wird der maximal mogliche Zeitschritt iiber eine
nachfolgend angegebene CFL-Bedingungl® ermittelt. In dieser entspricht Ax,;,
genau der kleinsten Seitenldnge einer Zelle, die in diesem Code quaderférmig
sind. Der so ermittelte Zeitschritt muss jeweils nach einer sinnvoll gewéhlten Zahl

an Iterationsschritten aktualisiert werden.

I/lAt Ax—AXipin; U—Viax CAxmm
C = — At =
Ax Vimax

Zur Bestimmung der maximalen Geschwindigkeit innerhalb des Plasmas, die in
der Berechnung des Zeitschritts verwendet wird, miissen sowohl die Teilchenge-
schwindigkeiten v; als auch die Ausbreitungsgeschwindigkeiten der Plasmawellen
vpw beriicksichtigt werden. Fiir Letztere wird als Hochstgeschwindigkeit die Sum-
me von Alfvén- und Whistler-Geschwindigkeit als strenge Bedingung gewihlt,
die sich jedoch beide aus ortsabhédngigen GroBen ergeben. Somit muss fiir die
Berechnungen die jeweils groBtmogliche Geschwindigkeit innerhalb des Plasmas
gesucht werden, was hier symbolisch durch die Funktion ,,maxongrid()“ repridsen-
tiert wird.
By By 27r)

Vpwmaxr = maxongrid (v4; + vy;) = maxongrid (_p + p_E
V l 1

= Vinax = mMax [ Vimaxs YPWmax ]
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3.4 Numerische Losungen der Hybrid-Gleichungen

Die Losung der Hybrid-Gleichungen (2.28) und (2.29) erfolgt numerisch, bei der
moglichst viele Bestandteile aus dem bisherigen ,,Placebo‘-Code iibernommen
werden sollen, um das Programm {iibersichtlich und klein zu halten. Die Lésung
der Ionenkinetik ist so zu groen Teilen aus dem PIC-Code entnommen, des-
sen Algorithmus zur Aktualisierung der Teilchengeschwindigkeiten auf dem von
Boris!?! basiert und dessen Realisierung im Code nachfolgend skizziert wird. Zu
Beginn eines Iterationsschritts miissen dazu dazu die Werte v, E {XZ”/ 2} , B {XZ“/ 2}

bekannt sein.

1. v, = VZ + %IE {XZH/Z}

2 Vo= Vot %v; x B (x:1/2)

3. vVi=v, + At — v, X B {XZH/Z} (3.1
1+(4B {xg+ / })

4. it =vi + %E {xa+172]

Aus der Maxwell-Gleichung (2.11) kann die zeitliche Entwicklung des Ma-
gnetfeldes durch das elektrische Feld beschrieben werden. Das elektrische Feld
jedoch ergibt sich nach der Hybrid-Gleichung (2.29) erst aus den GréBen p;, j;, B,
was ein Problem darstellt, da das elektrische Feld bereits im Boris-Schritt zu ei-
nem fortgeschrittenen Zeitpunkt feststehen muss. Es miissen daher andere Mog-
lichkeiten gefunden, das elektrische Feld zum gewiinschten Zeitpunkt darzustel-
len. Zwei Versuche, dieser Aufgabe gerecht zu werden, werden im Folgenden

erldutert.

3.4.1 Versuch 1: Extrapolation des E-Feldes

Durch Extrapolation des elektrischen Feldes aus den beiden letzten bekannten
Werten desjenigen wird ein ndherungsweise bestimmter Wert fiir den Boris-Schritt
bereitgestellt. Dieses Verfahren wird im Kontext der vorigen Aussagen in das
nachfolgend aufgefiihrte Losungsverfahren eingebunden. Zur Ausfiihrung eines

Iterationsschrittes des Verfahrens miissen die Werte x, v7, p?, p*~1, ji, j*-!, B", B"!
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anfangs gegeben sein.

1. B! = B"! - 2A1V X E {B", !, ji}
B" + Bn+1
2. B = ——
2
3. E" = éE B, p",§") - lE {Bn—l,pﬁ—l,j'?—l}
2 4 l 2 l 14
At
4. Co X =V
X, =X+ >V,
5. Boris-Schritt (3.1) v**' mit: B* {x*}, E* {x}
At
6. X = x4+ — vt
2
7. Auflesen von p*! {xg“} i {xﬁ“, VZ“} vom Gitter

Das verwendete Extrapolationsverfahren ist ein Verfahren zweiter Ordnung, was

im Folgenden durch Reihenentwicklungen in der Zeit bestitigt wird.

3.1
SE") — ZE( ~ Ay

~ % E (t” + %) +FE (t” + %) : (t” - (t” + %)) +AO (Atz)]
) »E (t” + ?) +FE (t”A+ 53) : ((;" - Atl) - (:A+ Et)) + O(Atz)]
= E|"+ —) +F (t" + ?t) [5 (—EI) -3 (—Tl)] +O(At2)

E(t" + %) + O(Atz)

3.4.2 Versuch 2: E-Feld Predictor

Im Verfahren nach Matthews!®! wird eine besondere Form der Stromdichte ge-

nutzt, die aus Kombinationen von Ortskoordinaten und Geschwindigkeiten der lo-

nen zu verschiedenen Zeitpunkten zusammengesetzt sind, nimlich j;.” {XZH/ 2, VZ},

i {xg_” 2 vg}. Zur Ermoglichung dieser GroBen wird in diesem Losungsverfah-
ren eine Staffelung von Koordinaten und Geschwindigkeiten der Teilchen verwen-

det, was durch einen anfinglichen halben Orts-Schritt x> = x° + 4'v) bewerk-
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stelligt wird. Damit ldsst sich mit einem Zwischenwert des elektrischen Feldes E*,
der sich aus p"“/ 2, ", B2 bildet, ein Ausdruck fiir jl’.’”/ 2 finden, aus dem dann
das elektrische Feld E™*'/? fiir den Boris-Schritt bereitgestellt wird. Die Zeitent-
wicklung des magnetischen Feldes nach Maxwell-Gleichung (2.11) wird durch
ein Runge-Kutta-Verfahren ermoglicht. Das gesamte Losungsverfahren, das vor
jedem Iterationsschritt die Existenz der GroBen X2 s Vo, P, p;.”l/ 2 i, B

voraussetzt, wird nachfolgend aufgefiihrt.

12
1. B2 = —f VxE{B",p!,j'}dt mit Runge-Kutta
2. E*=E[B"'? o' j*} nach (2.15)
At
on+1/2 ot n+1/2yp* ot n+1/2
3. =0 S (T E < BT)
4 Boris-Schritt (3.1) mit: B™*'/2, E {B"'/?, p!*!"?, "/} nach (2.15)
5. xn+3/2 n+1/2 +Atvn+1
6 Auflesen von p*/? {x”+3/2} 1 R {xfi”/z, VZH} g {xﬁ“/z, VZH} vom Gitter
n+1/2 n+3/2 on+l,— on+1,+
24 pf ARE
7. Mittelung von p*! = u, = L
2 2
n+1
8. B! = —f V x E{B”“,pf’“,f“}dt mit Runge-Kutta
n+1/2

Die Realisierung des verwendeten, dreistufigen Runge-Kutta-Verfahrens nach Shu/
Osher!® im Programm wird im Folgenden skizziert, wobei die GroBen mit Index

(0) zu Beginn des Verfahrens bekannt sind.

n+1
B! = - f VxE{B, 0, j"} -

Runge-Kutta Schritt 1: B = B” — AtV x E"

E-Feld Aktualisierung: E" {B(l), pfo), J(O)}

1 3
Runge-Kutta Schritt 2: B® = 7 [B® - AtV x EV] + ZB(O)
E-Feld Aktualisierung: E® {B(z), pfo), J(O)}

2 1
Runge-Kutta Schritt 3: B® = 3 [B® - AtV x E@| + 5B<1> 2 g
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En—l E" E*

Bn—l Bn+1
2.
pn—l pn pn+1
[ | [ ] @
Jn—l jn jn+1
| | @

pn+3/2
@

t Xn+1/2 Xn+3/2
> — 5 >

(b) Schema zum Losungsverfahren aus Kapitel 3.4.2

Abbildung 3.2: Schemata der Losungsverfahren vorangegangener Kapitel. Die
GroBen mit Quadrat sind die zu Anfang des Verfahrens benotigten, jene mit Kreis
miissen fiir den nichsten Iterationsschritt bereitstehen. Die mit Sternchen abgebil-
deten GroBen werden nur temporir erfordert.
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Aufgrund der Erwartung besserer energieerhaltener Eigenschaften und der Popu-
laritdt wird das hier erlduterte Verfahren dem vorherigen vorgezogen und in den

nachfolgenden Tests validiert.

4 Validierung

Zur Validierung des Hybrid-Codes werden Plasmen entsprechend der in Kapi-
tel 2.3 hergeleiteten Dispersionsrelationen initialisiert und tiberpriift, ob diese die
entsprechende, erwartete Wellendynamik reproduzieren.

Hierzu wird ein externes Magnetfeld entlang der z-Richtung simuliert, wel-
ches ein nidherungsweise eindimensionales Plasma durchsetzt. Dieses wird inso-
fern konstruiert, als die Anzahl der Zellen in x- und y-Richtung senkrecht zur
Richtung des angelegten Magnetfeldes auf zwei gesetzt wird, denn mit periodi-
schen Randbedingungen und durch die im Algorithmus geforderte Mittlung der
GroBen tiber benachbarte Zellen sind die berechneten Werte der Stromdichte j in
diesen gleich. Die Gebietsgrofle bleibt in allen Tests identisch. Um Wellencharak-
teristika zu untersuchen, wird das Plasma mit der Wellenzahl &k, = ni—’f initialisiert,
wobei n die Anzahl der Moden und L, die Linge des Gebiets in z—i%ichtung be-
schreibt. Zunédchst werden alle Simulationen auf nur einem Block ausgefiihrt, um
Fehler in der Parallelisierung auszuschlieBen, deren mogliche Auswirkungen in

einem letzten, einzelnen Test untersucht werden.
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Durch Auswertung mit dem Programm ,,VisIt* wird die Periodendauer 7' der
konstruierten Wellen ausgelesen und auf Ubereinstimmung mit den entsprechen-
den Werten aus der Dispersionsrelation iiberpriift. Dabei wird versucht, die Bilder
der Simulationsergebnisse aus ,,VisIt* von einem zum néachstmoglichen Zeitschritt
zur Deckung zu bringen, sodass genau eine Periode vergeht - die Differenz der
zu den Schritten gehdrenden Zeitpunkte #; und #, ergibt dann die gesuchte Peri-
odendauer T' = f, — t;. Zur Fehlerabschitzung werden die Zeitpunkte des jeweils
folgenden Schritts #; ;. und #, . und des vorigen Schritts #; _ und #, _ beziiglich der
beiden Messpunkte genutzt, um den Gesamtfehler der Periodendauer AT nach

folgender Formel zu berechnen.

AT = max[ |(t2,Jr -th-)-T

> (t2,— - t1,+) - T| ]

Zur Validierung werden die so erhaltenen Periodendauern mit den exakten
Werten verglichen. In den Graphen wird die Periodendauer 7' gegeniiber der Mo-
denzahl n aufgetragen, wobei die Messpunkte den Simulationsergebnissen und die
Kurven den exakten Werten entsprechen. Dabei werden abseits der Variation der
Modenzahl auch andere Werte in den jeweiligen Dispersionrelationen verindert,
um Fehler in diesen auszuschlieBen. Die konkreten Initialisierungen und Ergeb-

nisse werden im Folgenden néher erlédutert.
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4.1 Wellen in magnetisierten Plasmen

Zur Simulation von Wellen im magnetisierten Plasmen basierend auf den Kapiteln
2.3.3 und 2.3.4 wird eine Oszillation des magnetischen Feldes entlang der x- und
y-Richtung angenommen. Das elektrische Feld ergibt sich dann direkt aus der
entsprechenden Gleichung des Hybrid-Modells. Aus den Dispersionsrelationen
(2.19) und (2.22) folgend werden in diesem Test R-Moden initialisiert, bei denen
in der Phasengeschwindigkeit das Vorzeichen der Diskriminante mit dem durch
die Mode vorgegebenen iibereinstimmt. Die anderen Fille lassen sich ebenso gut
reproduzieren, sodass es geniigt, nur diesen genannten Fall zu untersuchen. Um
nun die lonen fiir den oszillierenden Fall zu initialisieren, werden die Gleichungen
(2.20) und (2.21) bendtigt.

Magnetfeld: B, = B, cos(k;z); By =—-Bisin(k;z); B, =By

(2.21) iE, (2.20) VB
Ionengeschw.:  u;;;, —= _
w + BO w + B()

Vy = U;1.1 c08(k;2); Vy = —UilL sin(k,z); v, =0

Die Ergebnisse der Simulation fiir den Fall ruhender und oszillierender Ionen
sind in Tabelle 4.1 aufgefiihrt, die in Abbildung 4.1 mit der exakten Periodendauer
als Funktion von n veranschaulicht sind, welche hier der Vollstindigkeit halber
hergeleitet werden.

2 . ; L2
ruhende Tonen:  7(n) = = <2 B0 =

B_O 27 n?
-1
2 22 2 2
B B B
oszillierende Ionen: T'(n) e (ﬁ) - (ﬂ (i) ) + 9 (ﬁ)
pio \L; pio \L; Pio \L;

Die graphische Darstellung zeigt eine sehr gute Ubereinstimmung in beiden Fil-
len, was fiir den Hybrid-Code spricht. Auf die Fehlerbalken hitte in diesem Zu-
sammenhang auch aufgrund von Geringfiigigkeit verzichtet werden konnen, je-

doch wurden sie der Vollstindigkeit halber angegeben.
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4 Validierung

Tabelle 4.1: Ergebnisse der Tests mit Wellen in magnetisierten Plasmen und den
folgenden Parametern:
cfl=0,5; L, =30; 120 Zellen; Ausgabe alle 10 Schritte

(a) Periodendauern fiir ruhende Ionen mit den Parametern: N =

0; B1=0,3
n By pio T AT | Texakr T = Terans
2 0,6 0,1 |5975 0,016 | 5,968 0,007
3 06 0,1 |2657 0,016 | 2,653 0,004
4 0,6 0,1 | 1,49 0,016 | 1,492 0,004
5 06 0,1 |0956 0,016 | 0,955 0,001
6 06 0,1 |0670 0,016 0,663 0,007
3 05 0,1 |3,18 0,020 | 3,183 0,003
3 0,7 0,1 |2278 0,014 | 2,274 0,004
4 0,6 0,06 | 0900 0,010 0,895 0,005
4 0,6 0,142,100 0,023 | 2,089 0,011

(b) Periodendauern fiir zirkular oszilliernde Ionen mit den Pa-
rametern: N = 3000000; B; = 0,03

n By pio| T AT | Texatr T — Texars
2 06 1,0]20,39 0,16 | 20,31 0,08
3 06 1,0]1231 0,16 | 12,23 0,08
4 0,6 10| 834 0,16 | 8,32 0,03
5 06 10| 6,12 0,16 | 6,05 0,07
6 06 1,0| 469 0,16 | 4,61 0,08
3 05 1,01 14,77 0,19 | 14,68 0,09
3 0,7 1,0]10,56 0,14 | 10,49 0,07
4 06 06| 582 0,10]| 5,77 0,05
4 06 1411049 0,221 10,45 0,04
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7
h _3020,6;/)0:0,1
] B():O,S;p():O,l
- —3020,7;p0:0,1
6— By =0.6: po =0.06
N —— By=0,6py=0,14
5
~4-
3-
2-
1
n
(a) Graph zu ruhenden Ionen (Tabelle 4.1a)
7 —— By =0,6; =1,0
20- By =05 py= 1.0
i —— By=0.7po=1.0
BO = 0,6; Po = 0,6
. —— By=0.6: py=1.4
154
~ .
10—
5

(b) Graph zu zirkular oszillierenden Ionen (Tabelle 4.1b)

Abbildung 4.1: Graphische Darstellung der Ergebnisse aus Tabelle 4.1
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4.2 Ionenakustische Wellen

Die longitudinalen, von den Ionen getragenen Wellen nach Kapitel 2.3.5 wer-
den anfanglich durch eine periodische Storung in der Teilchenzahldichte entlang
der z-Richtung erzeugt. Entsprechendes gilt auch fiir die Geschwindigkeitsvertei-
lung, fiir die jedoch zusitzlich der makroskopische Begrift der Temperatur auf
die einzelnen Teilchen zuriickiibersetzt werden muss. Hierzu wird zusitzlich zur
Geschwindigkeitsmodulation nach der Dispersionsrelation noch die thermische
Bewegung beriicksichtigt, deren Konstruktion aus einer Normalverteilung um die
normierte, thermische Geschwindigkeit der Ionen vy, = VT; hervorgeht, die
im Programm durch Multiplikation von Letzterem mit einer normalverteilten Zu-
fallszahl bewerkstelligt wird, welche nachfolgend aus einer Funktion ,,Gauss()*

stammt. Weil alle Tests in einem eindimensionalen Plasma ablaufen, wird der in

[+2

der Temperaturdistribution der Ionen auftauchende Adiabatenkoeffizient y = 7

auf drei gesetzt.

Ionenverteilung: n; = n; + n;; cos(k,z)

2.27 nii
Temperatur: 77, L2 7 oy — Hh— - T;= Tio+ T;)cos(k,z)
nio
(2.26) n;ii
Ionengeschw.:  u;; =——= Vppac——
n

i,0

Vx = Vy = VTherm * Gauss(); Ve = Ui COS(kZZ) + Vherm - Gauss()

In folgender Tabelle 4.2 sind die Simulationsergebnisse fiir jeweils kalte Ionen
(T; = 0) und warme Ionen (7; > 0) aufgefiihrt, die jeweils in der Abbildung
4.2, wie bereits aus den vorigen Tests bekannt, mit der exakten Periodendauer als

Funktion von n dargestellt sind.

2
kalte Ionen: T'(n) = oo
w

warme Ionen: 7T'(n) =

Dabei fallen groBere Abweichungen von der exakten Periodendauer auf, von

denen einige wenige sogar die ermittelten Fehler iibersteigen. Weiterhin ldsst sich
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beim Fall warmer Ionen im Gegensatz zum Fall kalter Ionen eine Streuung der
Werte um die Kurve erkennen, was vermuten ldsst, dass dieser Zusammenhang
abhingig von der Initialisierung der Teilchen ist. Weil in Simulationen die Ge-
samtteilchenzahl verhdltnisméBig klein verglichen mit der eines echten Plasmas
ist und die untersuchte Welle im Gegensatz zu den Wellen aus vorigem Kapitel
von den Teilchen getragen wird, muss die Teilchenzahl moglichst nahe an die
eines natiirlichen Plasmas kommen, um die Welle und auch die Temperatur ver-
niinftig reprisentieren zu konnen. Somit konnte eine hohere Teilchendichte die-
sen Fehler in der Simulation verringern. Des Weiteren wird die Welle nach kurzer
Zeit, typischerweise nach etwa einer Periodendauer, bereits so stark geddmpft,
dass kaum noch eine Welle wahrgenommen werden kann, was wahrscheinlich auf
den Effekt der Landau-Ddmpfung zuriickzufiihren ist. Diese Beobachtung ldsst
sich in Abbildung 4.3 wiederfinden. Eine ausfiihrlichere Betrachtung dieses Zu-
sammenhangs soll im folgenden Abschnitt zusammen mit einer Untersuchung der

Energieerhaltung vorgenommen werden.
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4 Validierung

Tabelle 4.2: Ergebnisse der Tests mit ionenakustischen Wellen und den folgenden

Parametern:

By =0,6; pip=1,0; p;; =0,05; L, =30; 120 Zellen; Ausgabe alle 10 Schritte

(a) Periodendauern fiir kalte Ionen mit den Parametern:

N =12000000; T; =0; cfl=0,5

(b) Periodendauern fiir warme Ionen mit den Parametern:
N =24000000; cfl=0,1

n Te T AT Texakt T - Texakt
2 1 | 1502 0,15 15,00 0,02
3 1 (10,02 0,15 | 10,00 0,02
4 1|75 0,15] 7,50 0,09
5 1] 608 0,15 6,00 0,08
6 1 | 510 0,15 5,00 0,10
3 0,71]12,07 0,15 | 11,95 0,12
3 13| 888 0,15 8,77 0,11

n Te Ti T AT Texakt T - Texakt
2 08 06903 0,16 | 9,30 -0,27
3 0.8 06605 0,16 | 6,20 -0,15
4 08 06460 0,16 | 4,65 -0,05
5 08 063,63 0,16 3,72 -0,09
6 08 06129 0,16 3,10 -0,11
3 1,2 06556 0,16 | 5,77 -0,22
3 04 066,79 0,16 | 6,74 0,05
4 08 081412 0,16 | 4,19 -0,07
4 08 041507 0,16 530 -0,23
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(a) Graph zu kalten Ionen (Tabelle 4.2a)

10
— T7,=0,8:T,=0,6
— T,=1,2:T;=0,6
9 — T1,=0,4:T7:=0,6
7.=0,8;T:=0.8
— 71,=0,8:T;=0,4

(@) \1 oo

(9]

N

T
Lovoalevv s bov v bvvvs by vra b roaborna bl

W

(b) Graph zu warmen Ionen (Tabelle 4.2b)

Abbildung 4.2: Graphische Darstellung der Ergebnisse aus Tabelle 4.2
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4.3 Energieerhaltung

Zur Uberpriifung der Abhingigkeit der Simulationsergebnisse von der Teilchen-
zahl und zur Uberpriifung der Energieerhaltung dienen die nachfolgenden Tests.
Hierfiir eignet sich ein Extremfall mit vielen Teilchen, die iiber einen langen Zeit-
raum simuliert werden sollen, weshalb eine Konfiguration aus einem Test der io-
nenakustischen Wellen mit warmen Ionen gewihlt wird. Es werden vier Tests mit
verschiedenen Teilchenzahlen, aber sonst gleichen Parametern initialisiert, und
zwar mit der Modenzahl n = 1, da so klarere Konturen aufgrund einer hoheren

Auflosung der Wellen erwartet werden.

Die Energien der Plasmakonstellationen aus den Tests werden durch einen
Algorithmus aus dem PIC-Code ausgelesen und der zeitliche Verlauf der Gesam-
tenergie in Abbildung 4.4 dargestellt. Hierbei féllt auf, dass fiir den Fall mit 2400
Teilchen die Teilchenauflésung nicht ausreicht und die Simulation numerisch in-
stabil wird. In den anderen Fillen jedoch liegen die relativen Anderungen der Fel-
denergien, der Teilchenenergien und der Gesamtenergien in der Gréenordnung
einiger Promille, was fiir gute energieerhaltende Eigenschaften des verwendeten

Algorithmus spricht.

Zur besseren Erkennbarkeit der Kurvenverldufe der beiden Fiélle mit den meis-
ten Teilchen werden diese separat in Abbildung 4.4b ein weiteres Mal aufgefiihrt.
Interessant ist hierbei die einmalige, markante Anderung des Energieniveaus, die
in der Abbildung ersichtlich in einem Zeitraum von drei bis zehn Zeitskalen ge-
schieht und im Folgenden analysiert werden soll. Bei Untersuchung der anderen
GroBen im Plasma fillt auf, dass die Storamplitude in diesem Intervall abnimmt,
aber Stromdichte und elektrisches Feld tiber den gesamten Zeitraum nur den {ibli-
chen Fluktuationen erliegen. In der Darstellung der Ladungsdichte aus Abbildung
4.3 lasst sich erkennen, dass die Welle nach zehn Zeitskalen im Begriff ist zu
kollabieren; auch die vorher beschriebene Abnahme der Storamplitude der La-
dungsdichte lédsst sich in diesem Zusammenhang erkennen. Der Zusammenbruch
der Welle wird daher hochstwahrscheinlich mit der Landau-Dimpfung in Relation
stehen. Welcher physikalische Zusammenhang aber fiir die Zunahme der Gesamt-
energie verantwortlich ist, soll in diesem Kontext nicht weiter untersucht werden.

Vermutlich hingt es mit der Annahme zusammen, dass sich die Elektronen iso-
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therm verhalten, da dies einen Energieaustausch mit einem dufleren System im-

pliziert, aus dem die dem Plasma zugefiihrte Energie stammen konnte.

Cycle: 0 Time:0 Cycle: 560 Time:4.45098
Pseudocolor Pseucocolor
Var. Rhal War: Rhol
1.034 1055
1027 1o 1028 10
—1.001 —1.000
.:D.??lﬂ .:D???li
0.9474 5 09447 5
Max: 1.054 Maix: 1.055
Min: 0.9474 Min: 0.9447
n n
el sl
% 0 = 0
i i
L L}
-5 -5
-10 -10
-15 -15
X-Axis X-Axis
Cycle: 152071 |Time:12.1875 Cycle: 31801 |Time:25.9096
Pseudocolbor Pseudocolbor
War: Rhol War: Rhol
1018 1.007
1009 1o 103 10
—1.000 —09996
[ 0.9909 [ 0.9958
0.9818 5 09920 5
Max: 1018 Megx: 1.007
Min: 0.9818 Mir: 0.9920
o n
- -
x 0 x 0
3 3
N C
-5 -5 |
-10 -10
-15 -15
X-Axis X-Axis

Abbildung 4.3: Zeitlicher Verlauf der Ladungsdichte einer ionenakustischen Wel-
le mit N = 24.000.000; n = 1; T, = T; = 0, 8 und den restlichen Parametern wie
in Tabelle 4.2
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(a) Zeitlicher Verlauf der Energie aller vier Fille
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t

(b) Zeitlicher Verlauf der Energie fiir die beiden Fille mit den meisten Teilchen

Abbildung 4.4: Graphische Darstellung der Ergebnisse des Energieerhaltungstests
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4.4 Parallelisierung

Obwohl die Parallelisierung schon lange Bestandteil des ,,Placebo*-Codes ist, soll
abschlieend noch stichprobenhatft fiir den Hybrid-Code iiberpriift werden, inwie-
fern die Wahl der Anzahl der Blocke auf dem Simulationsgitter das Ergebnis be-
einflusst. Analog zur Argumentation im vorigen Kapitel wird auch hier wieder
eine Konfiguration aus einem Test der ionenakustischen Wellen mit warmen lo-
nen gewdhlt. Fiir diesen Fall sollen die Bilder zweier Testldaufe verglichen werden,
welche sich in der Konfiguration nur in der Anzahl der Blocke, denen jeweils ein
CPU-Prozess zugeordnet wird, unterscheiden.

In Abbildung 4.5 sind fiir diese Testldufe jeweils ein Bild zu einem beliebigen,
aber in beiden Liufen gleichen Zeitpunkt, sowie ein weiteres nach einer vergan-
genen Periode angegeben. Im Vergleich lassen sich kleinere Abweichungen in
der Stromdichte und letztlich auch in den einzelnen Zeitschritten erkennen, die
aus der bereits im vorigen Kapitel erwihnten Abhingigkeit von der Teilchenini-
tialisierung folgen. Die Ubereinstimmung der Bilder ist jedoch groB, sodass die
Funktionalitét der Parallelisierung in diesem Test als bestétigt angesehen werden

kann.



Seite 36 4 Validierung
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Abbildung 4.5: Vergleich verschiedener Bilder der Stromdichte in z-Richtung aus
dem Test fiir ionenakustische Wellen fiirn = 4; T, = T; = 0, 8 und den restlichen
Parametern wie in Tabelle 4.2 zu den angegebenen Zeitpunkten und Anzahlen von
Blocken
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5 Kommentar und Ausblick

Da die Tests im vorigen Kapitel unter den getétigten Annahmen zufriedenstellen-
de Ergebnisse lieferten und bisher nur in kollisionsfreien Plasmen stattgefunden
haben, konnen nun weitere Tests zur Untersuchung des Einflusses der Resisti-
vitdt gestartet und deren Ergebnisse mit den bisherigen verglichen werden. Ei-
ne Verbesserung des Algorithmus zur Lésung der Hybrid-Gleichungen ist nach
den bisherigen Tests nach personlicher Einschédtzung nicht notwendig, auch des-
halb, weil sich der in abgewandelter Form verwendete CAM-CL-Algorithmus von
Matthews!®! in vielen anderen Arbeiten bewihrt hat.

In naher Zukunft soll eine Anordung eines Bennet-Pinches mit dem Hybrid-
Code dieser Arbeit simuliert und mit den Ergebnissen aus dem Paper von Sotnikov!®!
verglichen werden. AuBlerdem soll tiberpriift werden, ob mithilfe des Hybrid-
Codes der ,kinetic plasma jet* aus der Publikation von Tripathi/Bellan/Yun!!'"!
reproduziert werden kann.

In Bezug auf das FlareLab-Experiment kann zur Simulation einer vollstin-
digen Durchfiihrung eine Staffelung der drei Bestandteile des ,,Placebo‘-Codes
erwigt werden, bei dem sinnvolle, noch auszuarbeitende Kriterien den Ubergang
von einer Phase in die néchste, wie bereits in der Einleitung angedeutet, insofern
geschehen machen, als das Ergebnis vom letzten Schritt der aktuellen Phase als

Ausgangslage fiir die folgende verwendet wird.
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